DIVA: End-term 2011
Schrijf je naam en schrijf netjes. De punten per opgave staan vetgedrukt

(1) 1. Gegeven is de 1e orde differentiaalvergelijking

2D _3(y-2)
dx

Los deze vergelijking op, met als randvoorwaarde y(1) = 3
CGiven differential equation is
2y =3(y-2)"
Or, 2§§=3Ly—am

Or, %=§d}:
¥-

Integrating both sides we have,
1 2
——dy=—|dx
L=l

_2)

Cir, I[y - 2)_”3 dy = §x+C" ) (213 an arbitrary constant.

2
O, —["V_E) =Ex+if
213 2
Cir, [y—E)M:x+ﬂ,Where A=%

O, y—22[x+ﬂ:lm
312

Oy, y=2+[x+ﬂ) -— (13

Which 15 the required solution containing one arbitrary constant.

Wowy=3 whenxz=1

From (1)
(3-2)"" =1+4
Or, A=0

3
Therefore, the particular solution is y= 2+ x2 |



(1)

. We hebben de volgende inhomogene 1e orde LDV:

dy 2
4+ R2xy—xe ¥ )=0
e (2xy )

Los eerst de homogene vergelijking op. Stel vervolgens de integratie constante

C als een functie van x: C(x). Los daarmee de inhomogene vergelijking op.

dy+(21y—xe_x?)dx= ]

Jir, d—y =g — 2xy
adx

O, Ii—“}?+ 2x-y= xe
ax

x‘!

This 1z linear in v. Here P=2x and Q= xe”

Homogeen:
ﬂ+2xy =0 = la’y =2xdx = Ildy = J—2xdx
dx y y

x2

= In|=-x+C, = y, =Che

Inhomogeen: dus stel nu y = C(x)e_"2 , dan invullen geeft:

dy ! —x? —x? -x2 -x?
—+2xy=C (x)e " =2xC(x)e ™ +2xC(x)e ™ =xe =

I
CWe™ =xe™ = C=x = Cx)=1x+C; =
Yy :(%x2 +Cy)e

—x? 1.2 —-x? —x? 1.2 —x?
y=y.+y,=0Ce " +(3x " +Cy)e” =Che” +5x%e

. De algemene oplossing van een homogene 2e orde LDV met constante

coéfficienten y +py +qv=0 (pqconstant)is y. (x)=c,y,(x)+c,p,(x)

De inhomogene vergelijking y" + py +qy -2y =r(x) heeft dan als oplossing
y(x)=y.(x)+y,(x) met y (x)=u(x)y (x)+v(x)y,(x)

Je kunt echter ook proberen om een oplossing voor y, te ‘raden’. Doe dat eens

voor de volgende twee inhomogene differentiaalvergelijkingen, maar bepaal

eerst de complementaire oplossing y..

Hint: probeer y, = Ax"e™ met n =10, 1, 2 en b een geschikte waarde.



(1) a. Losop: y +y'—2y=e*

Solution:  Given equation is y"+y'—2y=g" ————— (1)

The operator form 15 (Dz + - 2) = 2* where D= di
x

The auxiliary equation m° +m—2 =10
=>|:m+2:l|:m—1:l: 0
=m=-21

-2
=y =g o

Probeer eerst voor n = 0:

:>ypl = 240"

y"p = 4de™

¥p 15 the particular selution of (1), ¥ "+ ¥ 's— 2y, = 2 (D
446 +2.4e™ - 268 A=

=4 4™ = &

=d4d=1= A= %

1
. By (2), y},:??

Conclusion: The general solution of (1315 y=», +y,

a1 . . .
=y =cg toe +Eeh, which agree with the computer solution.

(1) b. Losop: y' —y —2y=3e*

Aim: To find y"—y'-Z2y= 307 o [1:1
Solution: The operator form of {1715
(D*-D-2)y=3"

Auziliary Equation is e —m—2=10
=(m—2)(m+1)=10

=m=2,-1

=y = Ot + O™

Probeer voor n= 0 (lukt niet), dan voor n=1:




=y'= A[x(Eggx) +sz_1:|

=y',= ﬂ[x(2£2”+22”:|:|

=y',= 4 2527 ) 427 (2.1)+20™ ]

=y, = A[d‘rxeh +4eh:|

¥p 18 the particular solution (1),

jy IIP__J-‘? |P_ zyP — BEQX

=4dxe™ + 44" — 2 Axe™ — de™ -2 Axe™ =3™
=3de™ =3 = 4=1

=y,=xe" 1y (2))

Conclusion: The general solution of (115 ¥y =y, +y;

=y =Ce®™ +Ce™ +x*" which agree with the computer solution,

2 2 kv in kx
(2) 4. Laplace: V°’T= d { 9 f 0 met oplossingen 7= xy =1 ¢ 1/°"
ox® oy e™| |coskx

Beschouw een half-oneindige plaat met breedte 20 cm (x). Alle zijden zijn 0°
behalve langs de x-as waar de temperatuur 7' = 0°voor 0 < x < 10 en T =100°
voor 10 < x < 20. Vind de steady-state temperatuurverdeling van de plaat. Zet

de juiste vergelijkingen netjes op adhv. de randvoorwaarden. Antwoord:






(2) 5. Diffusie vergelijking: V’u = L% met oplossingen u = FT = {
o

2

e sin kx}
e coskx

We hebben een staaf met lengte 10 cm met een steady state T-verdeling voor ¢
< 0 (dus Laplace), met 7; = 0° links (x = 0) en T, = 100 (x = [). Vanaf ¢t = 0
houden we de temperatuur links op 7; = 50° en rechts op 7, = 0°. Vind de

temperatuurverdeling u(x,7) in de staaf op tijdstip .

Voor de staaf van lengte | in BOAS met begintemperaturen (0,100) en eindtempera-

200 <= (=)™ .
turen (0,0) was de oplossing u = Z( ) gt 17 sin(nzx /1)
T = n
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(2)

) inkr| [sinor
6. Snelheidsvergelijking: v’y :izgtgj , met oplossing y = XT = {Sln }{sma) }
A%

coskx| |coswt

Neem een snaar met met lengte | en initieel recht (y=0). Op tijdstip t =0 krijgt
de snaar een beginsnelheid V(x)=(%),:0, bv. door ‘m aan te slaan. De snaar

krijgt de volgende verplaatsing:

V(X) W W

I I
0 1/2 1

Vind de verplaatsing als functie van x en t. Het gaat vooral om het opzetten van
de juiste vergelijkingen, gebruikmakend van de gegeven rand- en begin-
voorwaarden. Uitwerken en oplossen van de vergelijkingen levert natuurlijk wel

nog meer op. Antwoord:

y(x.t)=

- _l.'l
4hi (=1) um|' sin ;

'?:3 .'|=II:{2”_]-} N '!r Fy i

20 +1 ((2n +1)2x 2+ 1) vt )
{u ];rm _‘{n )Tx %m“u )y ‘

el

§13.4: 6

Solutions: Again we consider the 1-D wave equation for a string of length / with
fixed ends and with the initial condition specified in terms of the initial velocity with
zero initial displacement. The dependent variable is y(x.7), the displacement at
point x and time ¢ and we know that the general solution of the wave equations has
the form

)=2

e {un:’\ x| [sink vt |
:,.

cosk xf cosk, vt |



The fixed ends tell us the x dependence is given by the normal modes sin(nzx/l}),
while the nonzero initial condition on y tells us to use the sin(nmvt/1) terms for the
time dependence (i.e., the cos(nmve/l) terms yield zero time derivatives at 1 =0).
Thus we have

()= S 22 Jan 2,

n=] 5

§13.4: 6

Solutions: Again we consider the 1-D wave equation for a string of length / with
fixed ends and with the initial condition specified in terms of the initial velocity with

zero initial displacement. The dependent variable is y(x,), the displacement at
point x and time ¢ and we know that the general solution of the wave equations has

the form
. = |sink x| |sink vt
(Xt )= " Gl >
y(xt) Z{cosk}g}{coskﬂvr}

n=()

The fixed ends tell us the x dependence is given by the normal modes sin(rmx/;’),
while the nonzero initial condition on y tells us to use the sin(nm)r/s') terms for the
time dependence (i.e., the cos(n;:m‘/ i ) terms yield zero time derivatives at ¢t =0).
Thus we have

y(x,t)= an sin (?)sm [ m;'vf ],
n=]

[
0:0<x<——w
2

¥(x,0)= Z@bn sin(”—?}: h:é-—wﬂxﬂ%—kw.
\ :

n=l

0:£+w<x </
2

Following our usual procedures we use the initial conditions to solve for the
coefficients,

Let op:
Hier is een foutje gemaakt, nl. de v ontbreekt in de uiteindelijke oplossing.
Het antwoordenboek van BOAS geeft uiteindelijk wel het goede antwoord !

= =
4hl l . nm , now . nrr . nmut
16 y=— — i ——sin sin sin
1 g 2
T L n

2 ! { !

Noot: BOAS gebruikt in het antwoord simpelweg de aanduiding odd n, terwijl in de
eerdere oplossing de oneven n vertaald worden naar een oneven noemer in de
eerste term na het sommatieteken.



