DIVA: End-term test 2013

Schrijf je naam en schrijf netjes. De punten per opgave staan vetgedrukt

(1) 1. Gegeven is de niet-lineaire, wel separeerbare, 1e orde differentiaalvergelijking

2y3zﬂ—22+6=0 met z> 0

dz
Los deze vergelijking op, met als randvoorwaarde y(1) = 2
20 2226 4 j2y3dy=j(2—§)dz
dz z z
2

Zy“ =2z-6Inz+C en met y(1) = 2 wordt dit %.24 =2.1-6ln1+C—>C=6

Dus: y* =2Q2z-6lnz+6) — y(x)=i/4z—12(lnz—l)

(1) 2. We hebben de volgende inhomogene 1e orde LDV:
ZxQ +y- Zx% =0
dx

Los eerst de homogene vergelijking op. Stel vervolgens de integratie constante

C als een functie van x: C(x). Los daarmee de inhomogene vergelijking op.

Eerst homogene vergelijking:

dy dy 1 1 1
2x—+y=0 > —+—y=0 > |—dy=—|—dx — Inlyl=—Y4ln|x|+C
xdx ‘ dx 2xy -[y 4 -[Zx |y| % |x| :
ln| y| =1n‘x% +InC, - y(x)=Cx Stel nu C = C(x) en vul in:
/
dx dx 2x dx 2

N C'(x)x_%—%C(x)x_% —C(x)x/ 32
S C'x) =322k S C(x)=Jx%dx:%x3+C2

- y(x)= C(x)x/—3x/+ny

3. De algemene oplossing van een homogene 2e orde LDV met constante

coéfficienten y +py +qv—2y=0 (pqconstant)is y_ (x)=c,y,(x)+c,y,(x)




(2)

De inhomogene vergelijking y" + py +qy—2y =r(x) heeft dan als oplossing
y(x) =y (x)+y,(x) met y, (x)=u(x)y (x)+v(x)y,(x)

Als we nu eisen dat (1) u y, +v y, =0 dan moet gelden (2) u y, +v y, =r(x)

. Uit de gekoppelde vergelijkingen (1) en (2) kun je uitdrukkingen vinden voor

u’(x) en v’(x) en daarmee voor u(x) en v(x). Het blijkt dan dat:

= yor(x) en v(x) = ylr(x)
W(x) W(x)

Hiermee kunnen we dan in principe iedere 2° orde LDV oplossen, via het zgn.

u(x) = met W (x) = y,y, = ¥,

5 stappen plan. Leg dat 5 stappen plan eens uit ? Los dan op:
y +y —2y=2e" C. y +6y +9y=12¢""

. 1) vind de (complementaire) oplossing van de homogene vergelijking y.(x)

2)uit y, =C,y, +C,y, bereken W(x)=y,y, — ¥,

3) bepaal u(x) = j V2" ()) en v(x)= );;/’”((;))

4) Stel y, =u(x)y, +v(x)y, en los de inhomogene vergelijking op:
y(x) =y (x)+y,(x) ofwel y(x)=(C +u(x))y,(x)+(C, +v(x)) y,(x)

5) Vind (eventueel) met behulp van de randvoorwaarden C; en C,

¥ +y —2y=2e" Eerstde homogene vergelijking oplossen:
Yy +y -2y=0 > m+m-2=0 —> (m-D(m+2)=0 — m =1 m, =-2
— y,=C,e" +C,e™ Vervolgens de inhomogene vergelijking oplossen:

Stel y, =u(x)y, +v(x)y, =u(x).e’ +v(x).e™

W(X)=yy, =0y, =—2e e —e“e™ =-3e* volgt:
—e 2" e*2e*  2¢ .. 2 .
u(x) = I 30 —I dx——x en v(x)= I ——;Ie dx=—§e en dus
=uy, +v —zxex—ge3xe_2x —zxex —zex
yp yl yZ 3 9 3 9

yx)=y, +y,=Ce" +C e +§xe’“<—§e">

vervalt




C.

¥ +6y +9y=12¢™* Eerst de homogene vergelijking oplossen:

Y 46y +9y=0 —> m*+6m+9=0 — (m+3)>’=0 > m=-3

3

- y,=Ce " +Cyxe™™ dus y =e >, y, =xe"

Vervolgens de inhomogene vergelijking oplossen met 3a:

—3x

W(X)= s =0y, =€ “(e”" =3xe”")+3e " xe

-3 _
xe 12e”"

u(x) = I — dx = —lZIx.e“dx = —12(%3«32’“ —I%e“dx}

e—6x

- u(x)= —12(%xe2x —iezxj = —6xe” +3e™

—3x —-Xx
e "12.e
v(x) = [———

e6x

= IZIezxdx = 6¢”" en dus

—3x

Y, =uy, +vy, = (—6xe™ +3e’ )e " +6e xe” = —6xe +3e +6xe =3e"

—X

Ofwel: yx)=y, +y,= Cie™ +Cyxe™ +3e

=e ™ —3xe " +3xe " =¢

—6x

(2) 4,

ﬂtl

/\ Dus blijven over de e
bepalen coéfficienten.

2 2 | [ sin kx
Laplace: V°T = 0 Z +2 { =0 met oplossingen 7= Xy =1 °
ox® oy e™| |coskx

Beschouw nu een half-oneindige plaat met breedte 30 cm (x). Alle zijden zijn 0°

behalve langs de x-as waar de temperatuur gehouden wordt op:

X, 0<x<15

T: =
/) {30—x, 15<x <30

Vind de steady-state temperatuurverdeling van de plaat.

y—>w = T—0 duse®termen vallen af
x=0 = T =0 duscos kx termen vallen af
x=30 = 7T =0dus

sinkx =sin 2 x, k="2 (k> 0)
30 30

T

15 30 X

W) . N7
.sm3—0x termen met nog te




= an e Ey.sin’;—gx Aangezien geldt: y=0 = T = f(x) krijgen we

Il
1M

b, sin%x = f(x). Nunogde b, bepalen:

1

5
—jf(x) smkxdx——{ xs1n—xdx+ j(3o x). sm’;—oxdx}

0

1| 30 N 300 az | [ 30 nr T° %-30
— ——x. cos—x j—cos—xd + ———cos—x| —-|—-—x.coOS—Xx +I—cos—xdx
i 0 30, 30 30

15 nr nrw nrw 15 {5 N7
= 15 30
1 450 nw -900 . nrx 450 nr 900 . nrx
—<|———.cos— -0 |- —sin—x | + O+——cos— |+| — Ssin—x
15| nx 2 (nm) 30 |, niw 2 (nm) 30,
0, n=even

60 . nx 60 . nx 120 . nrx -
in— + sin— = sin— =< 120

= S
(nz)’ 2 (mm)* 2  (nm)* 2 = , n=odd
2 _E
Dus: 120 z (= 1) e 0 sin?% &
ﬂ n=odd 30

_22 .
e k‘”smkx}

> 22
e coskx

(2) 5. Diffusie vergelijking: V’u = L% met oplossingen u = FT = {
o

We hebben een plaat met dikte / cm met een initial steady state T-verdeling
voor <0 met T; =50° links (x = 0) en T, = 150° (x = [). Vanaf 1 = 0 houden we de
temperatuur links op 7; = 150° en rechts op 7, = 50°. Vind de temperatuur-
verdeling u(x,¢) in de plaat op tijdstip ¢. Hint: het antwoord voor hetzelfde probleem

in een huiswerkopgave voor T van (0,100) (¢<0) naar (100,0) (vanaf r=0) was:

L0 00 w— 1 _ 2, , TIWE
u= 10— — - — Zgmmmalllt g 2
{ T o n

eV T

—50+¥x —150—¥x = u= —u‘f——100+¥x

Dit is identiek aan de werkcollege opgave, dus alleen de u,term aanpasen:

u—lSO—@ _400 le‘("”“”)z’ sin(nmc /1)

T evenn n




2 in kx in ot
(2) 6. Snelheidsvergelijking: V’y = iza—zy met oplossing y = XT = S —
v: Ot coskx| |coswt

Neem een snaar met met lengte / en initiéel recht (y=0). Op tijdstip ¢ = 0 krijgt

de snaar een beginsnelheid V(x)=(%),:0, bv. door ‘m aan te slaan. De snaar

krijgt de volgende verplaatsing:

Vix)

131 I

Vind de verplaatsing als functie van x en t. Het gaat vooral om het opzetten van
de juiste vergelijkingen, gebruikmakend van de gegeven rand- en begin-

voorwaarden. Het vinden van de juiste oplossing levert overigens wel wat op.



Dit was BOAS opgave 13.4.7 die ik behandelde op het laatste extra (werk)college:

Here we consider the 1-Dwave equation for a string of length { with fixed ends and with the initial condition
zpecified in terms of the initial velocity (instead of the initial pozition), The dependent wvanable iz wix,t), the
dizplacement at point x and time &, and we know that the general zolution of the wave equations hasz the form

« [gink,x) [sink,vt
vt { !

n= | COS X ] 1::05 kvt

. ( nwx
Sin
The fixed end tellz uz the x dependence iz given by the normal modes Lot

J , wehile the inftial conditions
nwvt nwvt

si [ ] cos(
an Y tell us to use the i for the time dependence {i.e., the i
dervatives at + = 0). Therefore we have

(o) 5 el
vix,t|= 2 b,sin
{ \

n=1

]terms wield zern

nwx i l/ nwvi
; 3

l“L T B

[ 1 1
( a0 3;): 05x< T
Y 4 nwy -
MNx0|= 2 ——bysin — | =5 ;
L n=| ?”_I].T{Igf

Mowe wee use the intial conditions to solve for the coefficients:

3 !
T_r' 0 51’ = 3

3h !
L?“ —x), ? <x =<l

_ | 2 13 . nwT Jhx ! 7 nwr 3h - 1
By =i f{ 0 d.rsm( : j . +L;.3d.>:sm( . Jzz [I .r))}

5o finally we hawve

o
9l 1 . 0T . NI .
[x, t|= —— Z —sin sinj —— [sin
L oy Z oo 3 1 i

nvl

¥




