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DIVA: End-term test

Schrijf je naam en schrijf netjes. De punten per opgave staan vetgedrukt

1. Gegeven is de niet-lineaire, wel separeerbare, le orde differentiaalvergelijking

yzt%- t+1=0 mett>0

Los deze vergelijking op, met als randvoorwaarde y(1) = 3

dy dy
2. t+1=0 ® y*2L=
y dt y dt

Randvoorwaarde geeft: y(1) =3 ® 13°=1-In1+C ® C=8

Ofwel y(t) = ,3/3(t - Int +8)

t't—l oyldy = 41- %)dt ® L1y°=t-Int+C

. We hebben de volgende inhomogene 1e orde LDV:

%- 2y cos2x + 2sin 2x.e*"?* =0
X

Los eerst de homogene vergelijking op. Stel vervolgens de integratie constante
C als een functie van x: C(x). Los daarmee de inhomogene vergelijking op.

Eerst homogene vergelijking:
%- 2ycos2x=0 ® c‘)Edy = pcos2xdx ®
X y
Iny|=sin2x+C, ® y=e""?"% =Ce™*
Stel C=C(x) dan: y=C(x)e*™?* envuldit in in de inhomogene vergelijking:
dy 2y Ccos2x =-2sin 2xe™"* ®
dx
%(C(x).es"‘“)- 2c052x.(C(x).eS‘”2X): -2sin 2xe™"** ®

C'(x)e™?* +2c0s2x.C(x)e™"* - 2c0s2x.C(x)e™** = - 2sin 2xe™** ®
C'(x)e™? =-2sin2xe™” ® C'(x)=-2sin2x ® C(x)=cos2x+C,
y =C(x).e™"** =cos2x.e™"** +C,.e""*

. De algemene oplossing van een homogene 2e orde LDV met constante

coéfficienten y +py +qy- 2y=0 (p,qconstant) is y_ (x) =c,y,(X) +c,Y,(X)
De inhomogene vergelijking y + py +qy - 2y =r(x) heeft dan als oplossing

y(x) =y (X) +y, (x) met y,(x) =u(x)y,(x) +v(x)y,(x)
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b.

Als we nu eisen dat (1) u'y, +v'y, =0 dan moet gelden (2) u'y, +v'y, =r(x)

. Leid uit de gekoppelde vergelijkingen (1) en (2) uitdrukkingen af voor u’(x) en

v’(x) en daarmee voor u(x) en v(x). Los daarmee (b) en (c) op, door eerst de

homogene en dan de inhomogene vergelijking op te lossen.

(1): u =-v' Y2 en substitueer in 2): - v'ﬁyl' +Vy,=r(x) ® v :y‘lr—(x)‘
Y Y Yi¥o - Y1Ys
Substitueer in (1): u’ :L(X) en integreer:
Y1i¥o - Y1Ys

ALY RALC) o
U(X)_OW en v(x)= " met W(X) =Vy,Y, - V,¥,

y -2y +y= ®  Eerstde homogene vergelijking oplossen:
X
y -2y +y=0 ® m’-2m+1=0 ® (Mm-1)*=0 ® m=1
® vy, =Cee*+C,xe* Vervolgens de inhomogene vergelijking oplossen met 3a:

Stel y =u(x)y, +V(x)y, =u(x)e” +Vv(X).xe" on met

W(X)=V,Y, - V.Y, =e*(e* +xe*)- e*.xe* =e”* volgt:
- X.ex.exx eX.eXX 1
u(x) = ——=—~==-(x=-x en v(x):c‘)T:c‘);dx:In|x| en dus
e e

Y, =uy, +Vvy, =- xe* +In|x.xe*

y(x) =y, +y, =C,e* +C,xe* - xe* +In|x|xe* ®
y(x) =C,e* +C,xe* +In[x|xe* (C,=C,-1)

dus - zoals te verwachten was - slechts twee integratie constanten

- X

" ' e
y t2y +y=—
X

Eerst de homogene vergelijking oplossen:
y +2y +y=0 ® m*+2m+1=0 ® (M+1)*’=0 ® m=-1

® vy, =Ce*+C,xe ™ Vervolgens de inhomogene vergelijking oplossen met 3a:
Uit W(X)=y,Y, - V.Y, =e *(e" - xe *)+e*xe* =e* volgt:

- x.e'xe'x2 1 \e»X_e’%z 1 .
U(X)=OT:'O;dx:-In|x| en V(X)ZOT:OX_deZ';e”

dus
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. Laplace: N°T =

—_ —_— -X X -X
y, =uy, +vy, =-In|xe - =
X

y(x) =y, +y, =Ce " +C,xe* - In|x|e* - e* ®
y(x) =Ce* +C,xe " +In|xle* (C,=C,-1)

2 2 ieY 07 sinkxi
T ﬂ T =0 met oplossingen T = XY =7 ! 7

x2 ‘Hy e kyé,coskx%

Beschouw nu een half-oneindige plaat met breedte 10 cm (x). Alle zijden zijn 0°

behalve langs de x-as waar de temperatuur T = f(x) = x. Vind de steady-state
temperatuurverdeling van de plaat.
y® ¥ b T® 0 duse termen vallen af

Xx=0 P T =0 duscoskxtermen vallen af

x=10 P T=0 dus sinkxzsinmx, k:M (k>0)
10 10

np
.. Y ..o N vopgs
Dus blijven over de e 1° .sin —'gx termen met nog te bepalen coéfficienten.

¥ e
T =é b,.e 1°y.sin%

n=1

X Aangeziengeldt: y=0 b T =f(x)=x Kkrijgenwe

$ Py np
=ab,e ¥ .sin Ex =X. Nunog de b, bepalen”:

| 10 ¥ 2
b, :gc‘y(.sin kx.dx— 2 O(Slndex _21e Ex.cosmxg + ()—cos x.dxy p
| 10 10{& np o K
]- Z Uloﬂ N . n+l
b, =21 40, cos”/’10+0“+eae£9 sin 22 §=215 120 o Uefo- ofy = 2 (-1
1OT8 np i @npg 10 gob 107i& n i g np
n+1 nﬂ
Dus: T = Zoé&e 10" gjn 22

Pzt N 10
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5. Diffusie vergelijking: N’u —i% met oplossingen u =FT = I e’ sin ol
a

te Ka coskxg

We hebben een staaf met lengte | cm met een steady state T-verdeling voor t <
0 (dus Laplace), met T; = 20° links (x =0) en T, =150° (x =1). Vanaf t = 0
houden we de temperatuur links op Ty = 20° en rechts op T, = 50°. Vind de

temperatuurverdeling u(x,t) in de staaf op tijdstip t.

Hint: voor de staaf in BOAS met begintemperaturen (0,100) en eindtemperaturen (0,0)

$ (' 1)n-1a—(npall)2t

was de oplossing U = sin(npx /1)
P nx N
Zie Boas blz. 630, (3.13):u = a b, SInTpX U, = 1?0 Nu hebben we voor t =0
n=1
U, —20+¥x 20+$x P u=u,- —20+¥ -20-@ —gx

dus u is identiek aan (3.13), en we hoeven aan (3.15) alleen nog maar u; toe te voegen:

30 2005 (- 1)”'16.(npa/.>zt

u=20+—x+ sin(npx /1)
I P naa N

Ty isinkxdi sin ut

—-, met oplossin XT =
P 9Y= ,coskx%,cos Wt%

6. Snelheidsvergelijking: Nzy_—zﬂ

Neem werkcollege probleem 13.3.3, de shaar die tussen 0 en /4 vastzit.

: %x, 0<x<ll
I ! h °
1 8 1 1
t=0 =f =i2h- —x, =l<x<=I
YO () : | ) 4
[0} Liex<l
) 4
t=0: ﬂ—}t/:O dus sin ut termen vallen af, want Tisin nt 0
x=0: y =0 dus cos kx termen vallen af

x=1 y=0 dus sinkx:sin$x



¥
Kortom, y:ébn.sin¥x.cosgt: f(x) dus:
n=1
%! e 7
b, -2 ‘%x.sinmx.dx- c‘)—hx.sinmx.dx+2h c‘)sinMx.dx p
([ I | I 4
8 8
16h1;é 11 np U%I %Il I np lrJ
b, = i@ ———XC0s——X; + ()-——Cos——x.dxy
| IS | np I H,  Jinp | b
1. 7 i A
- @%9 ELx cosmxu + C)}Lcos n’Dxdxi/+4he LcosmxlJ
| 18 I np H% 7 I np | b | & np | Hla'
6hie 1 1 n |
b, = |§- ~.cos 2 4+ 0+ & =sin pxg y
' 18 o8 8 H gnp) G b
leh}el I np I nou, € | np O%IP 4hé | &
—ig—.—.C0sS—- —.— +a—sin—Xxg y+—a —¢Cos
| TSn 4 4 np'8 8 H &nhp) sy | & npé

Aangezien alle cosinus termen wegvallen (check!), krijgen we :

b, = 16h (Zsm—p— sm—) zodat
(no)* 8
¥
y(X, t)—ié_ sinnTpx.cosnl—’wt met B, :(23inn?p— sinnT'D)/n2
P’ va

b



